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Einleitung. 



Die Gauss sehe Methode, Ereisteilangsgleichangea vom Prim- 
zahlgrade p zn lösen, besteht im Princip darin, eine Keihe von Glei- 
chungen hinter einander zn lösen, von denen nnr die erste rationale 
Goöfficienten besitzt. Enthält *»un p—l mehrere, etwa (i von ein- 
ander verschiedene Primfaktoren, so lässt diese in den Werken von 
„P. Bachmann: Die Lehre von der Ereisteiinngsgleichnng, Leipzig 
1872" und „H. Weber: Lehrbnch der Algebra, Braunschweig 1895" 
dargestellte Methode noch eine weitere Vereinfachung zu. Es kann 
dann nämlich nach den Principien der Galois sehen Theorie die 
Lösung der vorgelegten Ereisteiinngsgleichnng auf die Lösung von 
fi Gleichungen mit ganzen Goefficienten zarückgeffthrt werden. 

Ist pk die höchste Potenz des Primfaktors pt, durch die p—l 

teilbar ist, so ist pk^^ der Grad einer der erwähnten bereits von 
Gauss aufgestellten Teilgleichungen. Die Lösung dieser Gleichung 
erfolgt nach Gauss dadurch, dass man nl Gleichungen vom Grade 
Pk, von denen nur die erste rationale Coöfficienten besitzt, hinter 
einander auflöst. Sind alle fi Gleichungen anf diese Art gelöst, so 
lassen sich die Wurzeln der vorgelegten Gleichung rational ermitteln. 
Dieses principiell vorzuziehende Verfahren ist auf Grund eines in 
§ 3 aufzustellenden Satzes auch ftlr die rechnerische Durchführung 
einfacher als das ursprüngliche Gauss sehe; wir erläutern es durch 
seine Anwendung auf die Fälle jp -» 7, 11, 13, 19, 29, 31. Für den 
in dieser Reihe fehlende Wert p «- 23 ist die Rechnung nicht völlig 
durchgeführt worden. Der Grund hierfür wird bei diesem Beispiel 
selbst angegeben werden. 
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$ 1. 

Aufstellung yon (p — 1) linearen Gleiehnngen mit den (p — 1) 
primitiyen pten Einheits wurzeln als Unbekannten. 

Ist p eine Primzahl, so existieren (p — 1) primitive pte Einheits- 
wnrzeln. Es sei nun 

P — 1 = i»! . Pi • ' *PfA j 

wofern pi, i^g, . • . Pfi die von einander verschiedenen Primteiler 
von (p — 1) bedeuten, und es werde vorausgesetzt f*>l. Man 

bildet nun zunächst die ^-zr-, ^-^-, . . . ^-zr- gUedrigen Perioden 

PfA 

und stellt ihre irreduziblen ganzzahligen Gleichungen auf, deren Wur- 
zeln diese Perioden sind. Diese Gleichungen sind cyklisch und vom 

Grade px^\ p^^ . . . pf/^f*, Ihre Auflösung erfolgt in bekannter 
Weise. *) 

Die Produkte der Gauss scheu Perioden sind lineare homogene 

Funktionen der primitiven pten Einheitswurzeln e mit ganzen Zahlen- 

koäfficienten. Bildet man nun die ^~1 Produkte, deren Faktoren 

p — 1 p — 1 

je eine ^-^ gliedrige Periode, eine — ^ gliedrige Periode etc. 

sind, so erhält man p — l lineare Gleichungen mit den p — 1 primi- 
tiven j>t6n Einheitswurzeln als Unbekannten, und zwar kann man 
alle diese Gleichungen ohne Weiteres bilden, wenn man nur eine 
einzige von ihnen kennt. Sie entstehen nämlich alle aus dieser, 
einen, wenn man die Wurzeln s cyklisch vertauscht und gleichzeitig 
die entsprechenden Vertauschungen mit den Perioden vornimmt. 

Damit ist die Aufgabe der Bestimmung der p ten Einheitswurzeln 
auf die Lösung von p — 1 linearen Gleichungen zurückgeführt, vor- 
ausgesetzt, dass diese von einander unabhängig sind. Dies werden 
wir noch nachzuweisen haben. 



§2. 

Die Derminante D des in § 1. erwähnten Gleichungssystems ist 
eine sogenannte cyklische Determinante. Damit die Berechnung der 



1) Weber: Lehrbuch der Algebra L § 165. 
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s aus diesen Oleichnngen möglich sei, mnss D^O sein. Wäre JD=s 0, 
so müsste zwischen den Horizontalreihen von JD und also auch 
zwischen den Produkten der Gauss 'sehen Perioden eine rationale 
lineare Beziehung bestehen. Rational muss diese sein, weil die 
Elemente von D rationale Zahlen sind. Wir zeigen nun, dass eine 
solche lineare Gleichung nicht existieren kann. 

Seien «o, t*i, . . . «,—1 die /-glicdrigen Perioden (p— 1— «./). 
Diese lassen sich alle linear durch die Potenzen einer von ihniBn, 
z. B. tio^ tio^ . • • ^tiQ«"^ ausdrücken und genügen einer irreduziblen 
eyklischen Gleichung eten Grades. Umgekehrt lassen sich die t<o* 
wieder linear darstellen durch uq, tig, . . . ug^i. Besteht nun in 
irgend einem Bereiche SUd-) eine lineare Gleichung 

2i ai (&) ui - 0, 


SO folgt daraus eine andere der Form 



d. h. die Periodengleichung «ten Grades wird reduzibel durch Ad- 
junktion der Grösse ^. Demnach müssen die Körper SI{uq) und 
Sl{9) einen Unterkörper (Teiler nach Weber) gemein haben. 

Ist nun 

jp— 1— jPi Pj • • -P/i 

und sind u(^\ ti(2), . . . u(f^) zu den einzelnen Primzahlpotenzen 

Pi ^8 9 • • • P/i gehörige Perioden, so wird nach der Galois- 

sehen Theorie die Auflösung der Gleichung £4 x' = durch Ad- 



jnnktion der Irrationalitäten uO)^ uC^), . . .u^) bewirkt, und man 
kann sie auch nicht mit geringeren Hilfsmitteln lösen-, anders aus- 
gedrückt, die Körper Ä(tt(i)), ^(«(2)), . . . ä(u(a*)) haben keinen 
Teilkörper gemein*). Also besteht, wenn 

gesetzt wird, in diesem Bereich auch keine Gleichung der Form 

d. h. die Produkte von je fi Perioden 

2) Weber: Lehrbuch der Algebra I. § 156. 



n 
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ttd) . (ti(2) . t*(3) . . . ttC")) 

sind im natürlichen Bationalitätsbereich linear unabhängig. Also ist 
in der Tbat 

Der Kern des Beweises ist also kurz folgender: Bestünde eine 
rationale lineare Belation zwischen dein Periodenprodukten, so würde 
die Kreistheilungsgleichung reduzibel werden, die € würden Wurzeln 
einer Gleichung von niederem als dem (p — l)ten Grade sein, was 
unmöglich ist^) 

Wir werden nun die geschilderte Bechnung in den Fällen p =■ 7, 
11, 13, 19, 29, 31 wirklich durchführen. 



§ 3. 

Bereehnung Ton D und den (p~2) reihigen Unterdeterminanten 

Ton JD. 

Es fragt sich nun, wie die Ausdrücke der t aus den aufgestellten 
Gleichungen berechnet werden können. Sei eine der Gleichungen 

so ergiebt sich 


worin a eine primitive (p— l)te Einheitswurzel bedeutet 
Die zu ait gehörige Unterdeterminante ist, wenn wir 
(p{j[) — ao-|-ai«*'-|-a2a2« -|- , . . -j- ap_2a('"2)* setzen, 
1 SD *) 



p — 1 8a* 
""p — 1 [^(0)''" 9(1) "*" ^'(a) "*" ' ' * "' V{p-2)\ 



3) Weber; Lehrbuch der Algebra. I. Aufl. Band I. § 134. 

4) Zehfuis: Anwendungen einer besonderen Determincnte. Zeitschrift 
far Mathematik etc Xol. VII. p. 439 (1872). 

5) Stern: Einige Bemerkungen über eine Determinante. Crclle's Journal 
Vol. 73. p. 374. 
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In sämtlichen von mir behandelten besonderen Fällen trägt sehr 
zur Erleichterung der Rechnung bei, dass das Produkt von q>(i) und 
g?(p-i_,-) eine Potenz von p ist, wounter auch ;)® «= 1 einbegriffen ist. 
Leider ist es mir nicht möglich gewesen, nachzuweisen, ob ein der- 
artiger Satz allgemein gilt. Wir stellen die hierauf bezüglichen For- 
meln zunächst zusammen. 

P - 7. 

q>{i) . (Pio) = 7. qp(2) . g?(4) -= 1. 

p = 11. 

g)(,j = — 1 -|~ o» -|_ ct^i — ««»■ — a^*, 
(Pii) . q>i9) = 11, q>{2) . g>(8) -- 1, 

g>(3) ^ g>(7) = 11. ^(4) . qP(6) «- 1. 



{ 



p = 13. 

<p{i) =» a» + «3» + a2i — o** — «*• — o®» — a^^*, 

(P{\) . qP(12) = 13, g?(4) . 9(8) = 1, 

<Pi5) . g'CT) =13. g?(3) . qP(9) — 1. 

9'(2) . (filQ) = 13. 



p = 19. 

(P(i) . <Pin) = 19, g>(2) . g'Ci«) "" 1» 

9?(5) . 9(13) «19, (P{4) . 9(14) — 1, 

9^(7) . ^'dD = 19. 9(6) • 9'(i2) = 1, 

9(3) . 9(15) == 19. 9(8) • <Pm ==• 1, 

^ « 23. 

g,(,^ « a» + a2«' — «W -j. o7» — ßS.- _ «11.- - «12.— ftl8.-j- «161 _ ßlSi -|-al9f. 

9(1) • <P{2i) *= 23, 9(2) • 9^(20) =- 1, 

9(8) . 9(19) =« 23, 9(4) • 9^(18) — 1> 

9(5) . 9(17) «» 23, 9(«) • 9^1«) ■= ^y 

9(7) . 9(16) «• 23, 9(8) . W4) — 1» 

9(9) . 9(18) "=" 23. 9(10) . 9)12) ** 1- 

|} « 29. 

y(,^ 1 -j. 2a3»— «*» + a«+ 2a8«-|- a»* — «lo»' — ««»< — ai5,.j. « 18, 

— «««•-a^w— ««4,. 
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^'(i) • V{2r) = 29, i (p{4) ip(24) •-- 1, 

(PQi) . (P(U) — 29, } 9(8) 'Pi20) — 1, 

Vii) • ^'(M) = 29, ( g)(i2) 9(1«) = li 

W) • ^(1») = 29, (p(i) g>(2i) — 1. 

<p(ii) . 9(17) -* 29, 
9(11) . 9a6^ ■" 29. 

9(2) 9(26) — 29, 
y(«) 9(22) — 29, 
^'(lo) ^^(18) — 29. 

p-31. 
<p(,^ — _ 1 _ a<^ + «2.^^ 4 ßSi _ 2aK + a^* - «ö»" + «« 
— 2«"* - «*« - 5o»»'+tt"» + a^»'-o"' — 2a"<-f 4a>»«+2a>»«+2a««» 
-f. «21.-- «11. -^9a«it _ 2a«*» + a«« +3a««< + 2«".- -j-4a«»« - 2o«*»' 

9(1) 9(29) — 31*, / 9(2) 9(28) «• 31, 9(e) 9ä4) = 1, 

9(7) 9(23) — 31«, I 9(4) 9(2«) — 31, 9(10) 9(20) = 1, 

9(11) 9(1») — 31«, I 9(8) 9(22) — 31, 9(12) 9m '^ 1- 

9(18) 9(17) — 31«. ^ 9(M)9(i«) = 31. 

9(8) 9(27) = 31, 
9(») 9(21) = 31 , 

9(8) 9(26) — 31. 

Die zur Aaswertang |der Unterdeterminanteii Ak nötige Bech- 
Dang redttciert sich auf fast die Hälfte, wenn man die folgende Be- 
ziehung berücksichtigt 

D i»-2 »•* 
Ak — T Ui ~— » 

JP— 1 V(0 

D i(p—^)ra^ik ^ o(2t+l)ir-] 



n rp-Ojr^fiik o(2t+l)ir-] 

7 2? 

P"~l 19(20 9(2«+l)J 



-^U+i»]- 



-^*+4(F-i) — — T ^* 

• jp-1 9(0 



I»— 1 0* L 9^(20 9(2«-fl) J 



— 7 — 



^jk+i(p— 1) — 7 -^ »■ ' da 



p-1 

2 
a — — 1 und ftP-* = + ^^ ist, 



§4. 
Bereehnnng sftnitlielier Wurzeln aus einer Ton ihnen. 

Bei dem Ausdruck der Wurzeln e« durch die mehrfach genann- 
ten Periodenprodukte ist es zweckmässig, diese cyklisch anzuordnen. 

Wir bezeichnen also die gliedrigen Perioden mit tt»,o, t**,i, . . . 

u ^ und setzen fest, dass die Indices L die zur Unterschei- 

düng dieser Perioden dienen, nach dem Modul pjt genommen wer- 
den sollen, so dass, wenn n eine ganze Zahl bedeutet, 

***'•""** nk ' (Ä— 1, 2, . . . fi; » — 0, 1,2, ... 2>jfc — 1) 
h^n,pk +» 

ist. Ist dann eine erste Einheitswurzel t^ in der Form dargestellt: 

h^ <h ("liO • «*2»0 • • • **i«30) + ^1 ("lil • **2?1 • • • **A«Jl) + • • • + 

7>-3^ l,p/i-2 2,p/^-2 ft,pA-2^ 
P-.2 l^,''* -1 2,^,^«-l ft^^^'^-l^ 

so erhält man die übrigen Wurzeln e^, €„ . . . fy.2 durch cyklische 
Yertauschung: 

+ aj»-s/t* ^ . t* _ . . . tt _ \ + 

+ ap-2(Mi,o.«2,o • • • «*i"Jo)l 

und wenn man 

«Jk+p-i = öJkj (Ä; «• 0, 1, . . . p —2) 

setzt, allgemein: 



— 8 - 



«I — » öTp-l— I (t*j^ . 1*250 • • • ^Myo) 4" ö|>-l-i4 1 (Wj,! . «2^1 • • • **/i^l) "T 

1^,'''-2 2,p,''«-2 ^,Pm''''-2' 



+ «rp-2-i- («* 



l-Pi" -l' "2.p,''»-l 



• • • M 



f*-!»/* 



''/"--l 



)• 



So. 
Beziehungreii zwischen den CoSfflcienten der Oanss sehen Perioden. 

Die Gleichang (1) von § 4 kann man auch in der Form schreiben 






Pi ^ 2,pi 1 3,2)1 * f*»Pi ^ 



+ « 



.ii 



. . . u 



+ ... 



"T" '*H1 (^1 ••*2il • ^'sn • • • **i«Jl "T 



+ « «, 



(1) 



',,/'+i' V,"'+r ■ \p.'''+i 



+••• 



4" o 



;r 



. u 



Äi 



. . . u 



^J-^'i * 2j)— pi 1 f*,p— 2^1 



«j) 



+ u 



+ 



l,^^^i«i%^^i^l\p^^i^l 






Unterwirft man nnn Sq den Substitutionen der Gruppe 



S'-Pi 



^1 



i — CM, 2 ... , ?^ — 1 ; 5 — (0 



Wi 



Pi 



I, 1,2, ...,|,-2)j. 



80 geht t*i;k stets wieder in ui,k über, (ä? = 0, 1, 2, . . . p/^t-^l), Da- 

«—1 
gegen nimmt das Produkt u2,k,uz,i . . . i*^,,- die Werte 



Pi 



n^ 



t*2,fc . W3,i . . . U;i,r 



. . . 1« 



(2) 



2,*+/'/' S.Z-hp,"' f,'--h.i'^ 



** -V.1 •** «»1 ...« ^1 



an. 



TT, 



l'l 



Pl 



n;. 



TT. 



Pl 
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Es soll zunächst bewiesen werden, dass diese Produkte sämtlich 
Ton einander verschieden sind. 

Gehe nämlich U2,k . us,i . . . i«^,r durch die Substitution 
S^'Pi in M .M «•••** jr ' ^°^ durch 

>S*Pi in tt ^ .1* . . . M ^ über, 



und sei 



1*1 pl 






■=■ t* ^ .U _ . . . M 

so muss 









u «= t* sein. 



Es folgt 



Tti % ^1^2 

«.pj ^ t.pi modpa 

«1 % ^3 



JTj % ^fA 

s.pi ^ t.pi mo^ PfA . 

Demnach ist, da pj, p» . • • !>/* von einander verschiedene Primzahlen 
sind, 

TTj «1 ^2 ^3 ^iU 

« . Pj ^ * . pi mod Pa • Ps • • • P/ij 



^ <.«t mod ^-— ; 



^1 



«—1 

« und t müssen sich also um ein Vielfaches von - — von einander 

Pi 
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o— 1 

nnterscheiden. Dies ist nur möglich für « — <, da » <^- — und 

Pi 
p—1 
t < - — ist. Folglich sind die Produkte (2; sämtlich von einander 

Pi 
verschieden. 

Nennen wir nun ihre Summe /, so folgt, da / die Summe der 
Produkte (f*— l)ten Grades der sämtlichen nicht konjugierten Gauss- 
schen Perioden ist, ausgenommen die, in welchen eines der t«i,o, ««i,i, 
tt ^ als Faktor auftritt, 

/— (t*2,0 + «*2,l + » • • +«* -. ).(W8,0 + t*3,l + . . . + «* -r ) 

Unterwerfen wir nun die Gleichung (1) sämtlichen Substitutionen 



der Gruppe S^-Pi (» «• 0, 1, 2, . . . 1), addieren wir diese 

Pi 
Ausdrücke, und multiplizieren wir die neue Gleichung mit (— 1)^~^, 

so erhalten wir 

(-!)''->('.+ « „ + « „^+-..« „^)- 

Pi * 2.i>t » P—l—Pi * 

Pi * 2j», » P— l-Pi * 
+ + 

+** «. ^^ «. +" «- + • • • + "^-a)- 



Da nnn zwischen den «!,< unr die eine rationale Beziehung 



1 -f-'-S'' »w - 



bestehen kann, so folgt, wenn wir den Index 1 dnrch einen beliebi- 
gen ersetzen: 
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^4- . . .+a 
I ^ ÄJ+p— 1— ©«• 



(» — 1, 2, . . . f» ; A; = 1, 2, . . . pt- — 1). 

Der Grundgedanke der hier angewendeten Methode, nämlich die 
Darstellbarkeit der Einheitswnrzeln z als linearer Funktionen ge- 
wisser Periodenprodukte ist mir von Herrn Professor Study gegeben 
worden. 



Die primitiven siebenten Einheitswurzeln sind die Wurzeln der 
Gleichung 

ii X* - 0. 



Eine primitive siebente Eongrnenzwurzel ist 3, so dass 

Index 12 3 4 5 

Numerus 1 3 2—1—3—2 

eine Indextabelle ist. 

Wir haben nun also, da p— 1 = 6 — 2.3 ist, die beiden drei- 
gliedrigen uq und tii und die drei zweigliedrigen Gaussschen Pe- 
rioden vq, v^, v^ aufzustellen und zu berechnen. 

Die dreigliedrigen Gaussschen Perioden sind 

(1) «*.-. - '<+«St+» + ^4f ., (• = 0, 1). 

Sie sind demnach die Wurzeln der Gleichung 

tt*+t*+2 =- 0, 
woraus folgt 

2uo — i + y-7, 

(2) ._ 

2f*i — 1 — y-7. 

Die zweigliedrigen Perioden sind 

(3) Vi = fiH- es+t , (» - 0, 1, 2). 

Verstehen wir unter 17 und ti* die primitiven dritten Einheitswurzeln 
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2fi 1+V^, 217*^ 1-V=3, 

und setzen wir ferner 

W Za--i?"-"*K+V^i + ^2S) (**-l,2; ^ = 0.1,2), 

so folgt, da 

7?i « fi,0 -» 7?i.l -= X\2 ist, 

(5) 3^«, «-.7(2^^+^2.-) (e=l/2) 

Unter Benutzung der aus Gleichung (4) sich ergehenden Abhängigkeit 

folgt 

(7) (»«0, 1,2) 

= — 1 + 1?» . XI ,0 + 1?-2. ^2,0. 

Als Produkt yon uq und r^ ergiebt sich 

(8) Uq .vq^Ei —53—54. 

Aus dieser Gleichung folgen durch cyklische Vertauschung fünf neue 
(s. § 1.^, z. B. als nächste 

Hieraus folgt 

(9) 7^0 ■" '•'4:VqVq — UqVi'-2uqv^ 

Es gentigt die Berechnung einer einzigen Wurzel (s. § 4.), da aus 
dieser die übrigen durch cyklische Yertauschung erhalten werden 
können, z. B. 



7«! = — 4mi ü^ — «1 «2 — 2m| vq 
— 3t40V|+^ot^a+2t^<^o 

p = U. 

Die primitiven elften Einheitswurzeln £«- sind die Wurzeln der 

Gleichung 

10 

£ix* — 0. 


Eine primitive 11. Eongmenzwurzel ist 2, so dass 

Index 012 34 5 6 78 9 
Kumerus 12 4—35—1—2—43—5 

eine Indextabelle ist. 
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Die Zahl |>— 1 »- 10 zerfällt in die beiden Primfaktoren 2 und 
5. Wir haben daher die beiden fünf- und die fünf zweigliedrigen 
Gauss 'sehen Perioden zu bilden. 

Die beiden fünfgliedrigen Perioden sind 

(1) u,- « f,.-|-f24.,-f-f4+|-|-f6+.+f8|t, (» — 0, 1). 

Demnach sind uq und u^ die Wurzeln der Gleichung 
und es folgt 

2uo — i+y=ri, 

(2) 

2i*^ «— i-j-.y— 11. 

Die fünf zweigliedrigen Perioden sind 

(3) wi - £. + «6+,- , (» « 0, 1, 2, 3, 4). 

Verstehen wir nun nnter^ f, f^ £*, £* die vier primitiven fünften 
Einheitswurzeln 

45 l+Vö+sVlO+TVö, 

4J;8 l~y5+»VlO~-2Vö, ^ ^ 

,_ / ( VlO+2y5 . V 10-2y5 -.4y5 

4p 1- Vö-^e- y 10 -2 yöi 

4J4 — i^yij^i yio+2 ys, 

und setzen wir femer 

(4) xa « f-*K+£'t^i+J2*«^2+?^'«^s+£*''«'4), 

(*«1, 2, 3, 4;Ä-0, 1,2, 3,4), 
so ist 

und es folgt 

(5) x»5 - 11(6{:«+41£2* + 16{;8»+26*») 

Unter Berücksichtigung der sich aus den Gleichungen (4) er- 
gebenden Beziehungen 

X^ifc . X2.»- ll{10J+6£*+12J»+3J*), (ä:«0,1,2,3,4) 
erhalten wir 
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5 V,- 1 + XU+ X2,»+ X8.rf+ X4.I, 

Das Produkt von t«o und vq ist 

(8) uo .»» = — fo+*i + «»-««-"«7 

Aus dieser Gleichung und den neun tlbrigen, die sich durch cyklische 
Vertauschung aus ihr ergeben, folgt. 

lifo =" — 7^0 • VQ—Uf^Vi — ti^V, — 21*0^4 

(9) 



An diesem Beispiel möge gezeigt werden, wie die numerische 
Berechnung von %^i,0, resp. den in den anderen Beispielen analog ge- 
bildeten Ausdrücken erfolgt ist. Verstehen wir unter 2wq*v)^^wJ^w^wj^ 
einen Ausdruck 

2? M70* W^ Wj^ Wj* W/ — Wj %D^ * W^ %0j^ Wj^ -}" ^'^l * «^2* ^Z^ ^4** ^0^ 

-\- tOj • tu,* W^ Wj* tO^ -{- VO^ W4* U^o** "'l** "'«'^ 

4" •'^4* '^O* "'l** ^2" ^J^t 
80 folgt 

+io( * +t^W+?-2;vV+ 

-|- 20( 2m?o' tt7| W4 4" -^ "^^ "^2 ^'^s 

+ j;8 2:v«^i«^2+t*-2:v«'i«'3)+ 

+s»i:wo'«^,«irH-£* -2:tüo*Wi«w,)^- 
+ 60 ( * +J'^«'0*^l'^2«'t+ ? 2^a^l »2«^4+ 

Um den Wert von 31^1,0 zu erhalten, haben wir jeden dieser 
Summanden einzeln zu berechnen. 
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Durch direkte Multiplikation ergiebt sich 

wq . M7j «. W3+ W4. Durch cyklische Vertauschung folgt 

tDo'^4 «=» Wj +W'4' 

Demnach ist 

i:V =+9, 

^urQttTj = — 2, 
2wq%d^ = — 2, 

1^M70W3=— 2, 

<£ufot<^4 = —2. 
Hieraus folgt 

Nach dieser Berechnungsmethode ergiebt sich 



-SV «-4, 




Zwf^to^w^ « — 4, 


2:«.,««?i- + 7, 




-SV«^s « 4, 


-Tii^o*«^!-' — 4, 




JStüQ^uf^ — — 4. 




-SV 


-26 


-TV«'! 8» 




£wq*w^ — 3, 


Ewq^w^ = — 8, 




Üwq^Wi •« — 8, 


Zw^w^ «■ 14, 




Sw^^^w^ = 14, 


Zwf^^w^ = 14, 




^Wjj« V = 14:, 


-^V*^!*^» — 3, 




-TV"^««^» == ~8» 


ZwJ^W^XD^ -a — 


8, 


ZwQ^tb^w^ « 3, 


<ZtOo*WjtO^ — — 


8, 


l^t^o^^^s^^i ■" 3, 


SWqWi^VO^W^ o* 


3, 


Swf^w^tOiW^ «■ 3, 


J?IO0t4r^1l?2tlT4 "■ 


3, 


-SWoWgttTgtl?^ = 3. 



ÜWq^w^* wurde durch cyklische Vertauschung aus Sioq^w^**^ 
2fßQ^w^* aus i?V*^i*> ^V*^!*^«**** ^V**^!^»*^*» 

Zto^w^w^wi aus ^Wo't^x^s<^s erhalten. 

Mehr Ausdrücke vom 4. Grade in Bezug auf die w zu bezeich- 
nen ist nicht nötig, weil mit den bisher aufgestellten bereits sämt- 
liche vom 6. Grade berechnet werden können. 
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Es folgt schliesslich 

2; V 16 

ZtÜQ^w^ «- 28; JS V^2 — — ö; 2wq^Wq = - 16; -Sti^o^tr^ — —16 

-Sti^o^Ws« — -16; -Stüo»!^!« — — 16; -T V««^*' — 17; JSw^ho^^ 5 

J?WQ^jttT4— —5; ^ttTo'wjtrj « 17; 
£ w^hß^w^ = 17 ; SufQ^Wfiuj^'^ - 5; Zw^^m;^^,«. -16; Zwq^w^w^ = 17 

^Wq^iOi^iOj— — 16; EwQ^w^hjD^ -« 6; 
Z »0*101*104— -5 ; S w^ho^hv^ — 6 ; Hwq^w^^w^ = — 5 ; Ztog^to^ho^w^ = 6 

w^w^w^to^to^ ■= — 1 
Demnach ergiebt sich 

5fi,o- — 196 -130?+ 25öS»— 20g3+ 90$* 
-=- 665 + 451 5« + 1765» + 286 g* 

« 11(65+ 41§»+ 165»+ 265*) 



p = 18. 

Die primitiTen dreizehnten Einheitswnrzeln sind die Wurzeln 

der Gleichung 

12 

£ix< — 0. 


Eine primitive dreizehnten Kongruenzwurzel ist 2, so dass 

Index 012 3456789 10 11 

Numerus 1 2 4—5 3 6—1—2—4 6—3-6 
eine Indextabelle ist. 

Die Zahl |7— 1 « 12 ist in die beiden Primzahlpotenzen 2* und 
3 zerlegbar. Wir haben daher die drei yiergliedrigen und die vier 
dreigliedrigen Gauss sehen Perioden zu bilden. 

Die vier dreigliedrigen Perioden sind 

(1) Ui - $i+ f4+ , + €8+ .-, (» - 0, 2, 3). 

^j ^f ^ *H s^^d die Wurzeln einer cjklischen Gleichung 4. Grades ; 
wir berechnen sie, indem wir zwei Gleichungen 2. Grades hinter 
einander auflösen. Zu diesem Zwecke setzen wir 

(2) wi — f«,+ 1«2+«, (» — 0, 1). 
Es ergiebt sich dann 

fTQ + ttTjs: — 1, »o»**'! ■■ — ^* 
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Wq und w^ Bind daher die Worzeln der Oieichaug 

Es folgt _ 

2«;^ — — 1 — yi3. 

Nan ist 

ttj + 1*, — ir^, »1 .tt, «- 3 -f- *^o- 

Demnach sind uq und ^2) f^sp. u^ and i<s, die Wurzeln der Gleichung 

resp. t** — u?! tt + (3 + t^o) — 0. 

Beracksichtigon wir die aus den Gleichungen (1) und (3) folgende 
Beziehung 

(4) K— ^i) K-"») = — «'o+«'i = — Vi3, 

und setzen wir ferner 

y«uro+ bw^ . •/5uro+ Swi == yi3, 
so folgt 

2i*o — ti^o + y8Mfo+ •^w'i, 

2mj «. u^j — yö,|,j-j_ ötir^^ 

2t*, « tt7j -|- >/8wi+ bw^. 
Die dreigliedrigen Perioden sind 

(6) Vi — f» + «3+.- + «6+.+ eof ••, (» = 0, 1, 2). 

Verslehen wir unter ti und fi^ wieder die primitiven dritten 
Einheitswurzeln und setzen 

(7) Xa - V^'H^o+n'^i+f/^v^), (» = 1,2; * = 0, 1, 2), 
so folgt, da xVo — x'a = %\2 « %'• ist. 

(8) X^'-mv'+W). (•-1,2). 

Unter Berücksichtigung der sich ans den Gleichungen (7) er- 
gehenden Bedingung 

(9) XU.X2.»-13 
erhalten wir demnach aus diesen Gleichungen 



(5) 
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t)a8 Besaltat der Multiplikation von uq und vq ist 

Aus dieser Gleichung und den 11 aus ihr durch cyklische Ver- 
tauschung abzuleitenden folgt 



(12) 



13 fo "" — 6t«0 Vq — Zuq v^ — ^UqV^ 

— 3ttj|t?o -|- 2u^ V^ -f- ^2^2 
. — 3l*,tyo+ «3 ^'l + '^«S «^2 



p — 19. 

Die primitiven 19. Einheitswurzeln f, sind die Wurzeln der 
Gleichung 

18 

2i X* - 0. 



Eine primitive 19. Eongruenzwurzel ist 2, so dass 

Index 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 
Numerus 1 2 4 8-3-6 7-5 9-1-2-4-8 3 6-7 5-9 
eine Indextabelle ist 

Da 18 = 2 . 3^ ist, so haben wir zwei neungliedrige und neun 
zweigliedrige Gauss sehe Perioden zu bilden. 

Die beiden neungliedrigen Perioden sind 

(1) «»• — f • -}- *2+«-|- «4+« -f «6+1+ «8+t •+ f 10+1 + «12+1 + «14+. •+ «16+1, 

{^ « 0, 1). 

Sie sind demnach die Wurzeln der Gleichung 

tt«+f» + 5 — 0. 
Es folgt 

2t*o = -l+l/-19, 
2wj — — 1 — y^=i9. 

Die neun zweigliedrigen Gauss sehen Perioden sind 
(3) Vi « 5,4- fg^^, (i - 0, 1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8). 

Sie sind die Wurzeln einer cyklischen Gleichung vom 9. Grade. 
Wir berechnen sie daher durch Hintereinanderauflösung zweier Glei- 
chungen 3. Grades. Zu diesem Zweck setzen wir 



I - 19 



(4) t»,- — »f + 03+* + t»«+f, (t — 0, 1 , 2). 

(5) v.k - 1J-* K + V«, + 1^- »,), (»• - 1 , 2 ; * = 0, 1, 2). 
Dann folgt, da %\t — x*i,i — fi,i = ;(•,• ist, 

t 

(6) x'« 19(5iy»+2i?20, (» = 1, 2). 

Unter BerücksichtigaDg der sich aus den Gleichungen (5) er- 
gehenden Bedingung 

%l,k .%2,fc « 19 folgt 

,7 j 3u^.- 1 + XI,.- + X2,», 

Bestimmen wir nun schliesslich 

(8) l ^'a - ^"* (t'i + V*^4 + ^•■«'7)» 

t^",. j = ,;-* (r, + i?«,;^ + ij2.t;g), (t-1,2; Ä; = 0,l,2), 

SO folgt, da 

./» ./8 ,'* .^ 

^"% «. tf;"\i - i<;"^2 - 1J'/'' ist, 

(9) ^ 1/;' •• — iy» (18töo+l ött?i+5tt>2)+^^* (löwo+lö'^i+Ö"'») » 



( 



1^"^, = fi^(bwo+lSw^'{'lbw^)+ri^i(SwQ+l6w^+lbw^). 



rp'\ und i|^"'f erhält man hierbei durch cyklische Yertauschnng der 
w aus ^\, Unter Berücksichtigung der sich aus den Gleichungen 
(9) ergebenden Bedingungen 



(10) 



folgt 



t|>i,* . 1^2,* ■= 7 + 2^1, 
t^'i,* . i^'2,* — 7 + 2wä, 
Vi.* . tf;"2.k «• 7 + 2w?o «ö«l 



(11) 3r,-|.i — - Wi+ i/--»>'i,o+i?-"2**'2.o = - w^i+'*'i,« +*V, 
^t;,-f2 w^2+^"*y'i»o+i?--2iV2,o== --«?,+l/;''l,,^-V2..• 



^r 
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Als Resultat der Multiplikation von uq und vq folgt 

Ans dieser Gleichung und den sich aus ihr durch cyklische Yer- 
tauschuDg ergehenden 17 ührigen folgt (13) 

19fo = — 11 Mg »0"" 21*0^1 --UqV^ —^9^6 — 2t*Qt;j - 1*0^7 —UQVg 

—Su^Vq + 'Iui'vi +UiH +«*iV5 + 2MiV« + WiV7+«*I«'« 



p — 29. 

Die primitiven 29. Einheitswurzeln a sind die Wurzeln der 
Gleichuug 

28 


Eine primitive 29. Congruenzw urzel ist 2, so dass 

(Index 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

\Numeru8 12 4 8 —13 3 6 12 — 5 -10 9—11 7 14 

(Index 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 
(Numerus —1 -2—4 —8 13 -3 —6 —12 5 10 - 9 11 —7 —14 

eine Indextahelle ist. 

Die Zahl |7 — 1 = 28 ist in die holden Primzahlpotenzen 2^ und 
7 zerlegbar. Wir haben daher dio 7 viergliedrigen und die 4 sieben- 
gliedrigen Gauss scheu Perioden zu bilden. 

Die 4 siebengliodrigcn Perioden sind 

(1) Ui « f,- -{-«4 + ,-f"*8fi +«12| i + SlÖi» +«20+» 4- «24+1, 

(i « 0, 1, 2, 3). 

Die w ergeben sich demnach als die Wurzeln einer oyklischen Glei- 
chung 4. Grades. Wir lösen dieselbe durch Hintereinauderauflösung 
zweier Gleichungen 2. Grades. Zu diesem Zweck setzen wir 

(1) u?» = M, -f- U2+», {i « 0, 1). 

Es ergicbt sich dann 

wq-^-wi = — 1, löo . t^i — — 7. 

Wq und u^i sind demnach die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

urS-j-w «7 — 0. 
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Es folgt _ 

2w^ 1 + 1/29, 

(3) 

2w^ — 1 — y 2i^. 

Da nun ferner 

so sind Mo und m,, resp. i*i und % die Wurzeln der Gleichung 

resp. t**— M^iM — 6m^o — ö^'i = 0. 

Setzen wir nnn 

V—l2wQ^n1^ V— l7«^o -Vi^i = y29j 
so folgt unter Berücksichtigung der sich aus Gleichung (1) und (3) 
ergebenden Beziehung 
(4) ^1*0- t*i)(t*i — ws) "- — *^o+«'i ^ — V29, 

2 Mo — tro+V--^2wo — 17u^,, 
2u^ = u*i — V— l'itOQ — I2t«^i , 

2u^ ^ Wq— V— 12 »0 — 17^3, 
2M3 = M^, + y— i?«'© — 12«^!. 
Die 7 viergliedrigen Perioden sind 

(6) *,• = ei+ei+i + iu^4+S2i^i, (» « 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6). 
Setzen wir nun 

|(» = 1, 2, 3, 4, 5, 6; ä = 0, 1, 2, 3, 4. 5, 6) 

In diesen Gleichungen sei g eine primitive siebente Einheitswurzel. 
Dann folgt, da 

%\q — zVi «- %^.,2 - %h^ = xV = Xh^ ^ X\(i = X^ ist, 
(8) x'i = 2y(28cS4»-34^2.+3746j8.^^27l74*»+666^5. + 3578'§6.). 

Unter Berücksichtigung der aus den Gleichungen (7) sich ergebenden 
Bedingungen 

XL* .%«.*= 29, 

X»i,*.X5.*= 29(- 4?. + 2S* -g*+2§«), 
X»U.K»=29(12E-X2£«-12S»-18§*-3§5-i44«), 
^^^ ^ §*J,ik.X6,*= 29(70? -|-88?«+144§»+54S*+180J»+79i«), 

X^,* .X2.* - 29 (- 1010 ? - 5245« — 520 §» - 630 g* - 360g», 

-2455«), (A: = 0, 1, 2, 3,4, 5,6), 



(5) 
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folgt 

Das Produkt von uq und «q ^st 
(11) t*o*o — — ^0 +2«s— ^4 +*« 

Ans dieser Gleichung und den 27 übrigen, die aas ihr durch 
cyklische Yertauschung abgeleitet werden können, folgt (12) 

— 6«*3«0 + «*3«2+ ««3*3+ %«.A+2W3«5+M3*6 



p-81. 

Die primitiven 31. Einheitswurzeln (^ sind die Wurzeln der 
Gleichung 

30 

Eine primitive 31. Eongruonzwurzel ist 3, so dass 

Index 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
Numerus 1 3 9-4-12 -5-15-14-11 —2 —6 13 8 —7 10 

Index 15 16 17 18 19 20 21 22 23 21 25 26 27 28 29 
Numerus —1 —3 —9 4 12 5 15 14 11 2 6-13-8 7-10 

eine Indextabelle ist. 

Die Zahl p — 1 » 30 zerfällt iu die drei Primfaktoren 2, 3, 5. 
Wir haben demnach die beiden fünfzehngliedrigen, die drei zehn- 
gliedrigen und die ftlnf sechsgliedrigen Gauss sehen Perioden zu bilden. 

Die beiden fttnfzehngliedrigen Perioden sind 

+fl8+»+*20+i+f22+»+«24+H"«26+»+«28+», (» = 0, 1). 

Es ergiebt sich 

«0 + «*1 — ■" 1» M^ Mj =- 8. 
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Demnach sind uq und u^ die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

u*+u + 8 =0. 
Es folgt 

2«o l+y-31, 

(2) . 

2i*, — 1— y-si. 

Die drei zehngliedrigen Perioden sind 

(3) Vi — «t+f3+t+f6+t+f»fi+€l2+«+fl6+f-|-fil8+i+€21ft-f e24+t-|- 

+ «27+,, (t « 0, 1, 2). 

Verstehen wir unter rj und if wieder die primitiven dritten 
Einheitswurieln und setzen 

W Xa - V'Hvo+n'^i + n^'v,) (» - l, 2; A: = O, 1, 2), 

so folgt, da 

%'• — fi.o « z'«,! = Z*«.«» (» = 1» 2) ist 

(5) fi =31(i?*-5i?n (»«1,2). 

Unter Berücksichtigung der sich aus den Gleichungen (4) er- 
gebenden Bedingung 

(6) XL* . 3(2»» -" 31 
erhalten wir sodann 

.yv 3t;. = — 1 + XI., + X2,i 

= - 1 + i?-xi,o + i?-2.X2,o (• = 0, 1, 2) 

Die fünf sechsgliedrigen Perioden sind schliesslich 
(8) Wi « Si -|- iö^i + f lof.- + iiö^i + f20 f . + «25 f.-, (» « 0, 1 , 2, 3, 4). 

Setzen wir noch, indem wir unter ^ eine primitive fünfte Einheits- 
wurzel verstehen, 

(9) ^i.k - 1-'-» K + £S+ 1"*«^» + £•• «^8 + £*•'«'. ), 

(» = 1,2,3,4; Ä=0,l,2,3,4), 
so ergiebt sich, da 

^»,. » ^\o ^ VVi = ^^2 = ^*»,8 =• *\4 ist, 

(10) ^»v « 31(106J;»+66S2'-f 201 £«*+36 £*•), (» - 1» 2, 3, 4). 

Berücksichtigen wir noch die sich aus den Gleichungen (9) er- 
gebenden Bedingungen 
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'^,k . '*4,» — 31, 

(11) i ^\k.^z,j^ 31(6£+3? +2J*), 

so erhalten wir 

(12) bm — — 1 -|- 1^1,,+ |f;2,t -f 1(/J,f+ ^4,.' 

Das Produkt von t^, vq, wq ist 
(13) «o^'o^o ^ — ^0-^1 +^2 —4*« — 2«5 4-^7 — eg +f9 

— 2£ii— «12-5fi3+6u + «15— ^16—2^17+ 4fi8+ Jf^g 

Aus dieser Gleichung und den 29 übrigen, die aus ihr durch 
cyklische Yertauschung hervorgehen, folgt 

31?^«=» SuQVQfüQ'\-bUf^VjWQ'\'ßtiQV^WQ -j-6wiV0t^?o'f"3wi»i^o"l"3«i«'jWo 

(14) -|-3tioVott?2, -|- -|- U^VqUO^ — UjViW^ — 3%V2^S 

-f-8ttoVo^S"~ «O^l^S +2Mit?o«'3 — 2tt,t;,«r3--2tt,t?2W8 

+ 4ttoVot^4+ W0^l"'4 "h ttl*'#«'4 — 2m,»iW4 — Au^V^W^ 

oder 

31 fo ■* 8t«QrQM;^-|-5ttQViW0-|-6t*0V2"'o 

+3UqVqM'8 — UqV^W^ 
+4ttoVo"'4+Wo«'l*^4 

-l-6t*ir(jW^-f-3«*iVi"'o'f'3wi«'a«'o 

-f-2wiV()W3 — 2u^v^w^ — 2u^v^w^ 

Bei der Ausführung grösserer Multiplikationen wurde die Rechen- 
maschine des physikalischen Instituts benutzt, die Herr Professor 
Bicharz so liebenswürdig war, mir zur Verfügung zu stellen. 

p — 28. 

Die primitiven 23ten Einheitswurzeln sind die Wurzeln der 
Gleichung 
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22 

2;,a;«=:0. 


Eine primitive 23 te Kongraenzwurzel ist 5, so dass 

Index 012 34 5678 9 10 

Numerus 1 5 2 10 4 —3 8 -6 —7 11 9 

Index 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 

Numerus —1—5—2-10-4 3—8 6 7-11—9 

eine Indextabelle ist. 

Die Zahlp — 1 =22 ist iu die beiden Primfaktoren 2 und 11 
zerlegbar. Wir haben daher die beiden elfgliedrigen Perioden u^ 
und «^ und die elf zweigliedrigen Perioden vq^ t^i, vg, ^3, V4, 175, v^ 
«7, t?g, t79, V|Q zu bilden. 

Die beiden elfgliedrigen Perioden sind 

Ui = Ei -f- f 2+ »• + f 4 f t + f 6 I » + f S-H + f 10 1 » + f 1:S+» + «14^ • + f 16f»* 

+ *18f • + «20+1 , (i = 0, 1). 

Da nun 

ist, so sind tio und u^ die Wurzeln der Gleichung 

t*«+M+6 = 0. 
Es folgt demnach 

2«o l+y=23, 

2mi 1-V^^. 

Die elf zweigliedrigen Perioden sind 

Vi -= Si + iii^i {1 = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ^ 9, 10). 

Wir setzen jetzt, indem wir unter t eine primative elfte Ein- 
heitswurzel verstehen: 

(i = ?, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10; Ä;=0, 1,^2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10). 

Die Berechnung von x^\,q ist wegen der damit verbundenen ausser- 
ordentlich grossen Mtlhe nicht durchgeführt worden. 

Nehmen wir x^^i.q und damit auch sämtliche a;"«;ib als bekannt 
an, so ergiebt sich 
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10 

llui — — 1 + I!k«h,if 

1 

(i - 0, 1, 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, 10; ib = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10). 
Bilden wir nun das Produkt von uq und v«, so folgt 

— hl — *i»~'ij "r*i6 "T^is'r^is« 

Aus dieser Gleichung und den 21 übrigen, die sich aus ihr 
durch cjklische Yertanschnng ergeben, erhalten wir : 

23*0 == "" 12uqü^— 2ttQr| — «ot?3— M(jü^ .- tt^üß— 2«,Ü7 --2tt^üg--«^,t;9— liyüio 
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Lebenslauf. 



Der Verfasser vorliegender Arbeit, Paul Wilhelm Herrmann Heidke, 
evangelischer Konfession, wurde am 3. November 1877 zu GoUnow 
als der Sohn des Uhrmachers Wilhelm Heidke geboren. Er besuchte 
von Ostern 1884 bis 1891 die gehobene Bürgerschule zu Bügenwalde, 
von Ostern 1891 bis 1896 das Schiller-Eealgjmnasium zu Stettin, wo 
er den mathematischen und physikalischen Unterricht hauptsächlich 
von Herrn Professor Dr. Krankenhagen erhielt. Seit Ostern 1896 
widmete er sich dem Studium der Mathematik und Naturwissenschaften 
auf der Universität Greifswald. Während dieser Zeit besuchte er die 
Übungen und Vorlesungen folgender Herren Professoren und Dozenten: 

Brendel, Credner, Holtz, Limpricht, Minnigerode f? 
Rehmke, Richarz, Schreber, Schuppe, Schwanert, 
Study, Thomö. 

Allen seinen verehrten Lehrern spricht der Verfasser auch an 
dieser Stelle seinen ehrerbietigsten Dank aus, namentlich Herrn Pro- 
fessor Study sowohl für die Anregung zu der vorliegenden Arbeit, 
als auch fär die freundliche Unterstützung bei derselben. 
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Thesen. 



I. 

Mit Hilfo der Gruppentheorie ist die Lösung der Gleichungen 
3. und 4. Grades auf ein einheitliches Schema zurückzuführen. 

II. 

Es ist nach dem Stande der jetzigen Kenntnisse als höchst wahr- 
scheinlich anzunehmen, dass in der Nähe dos Nordpoles kein Kältepol 
sich befindet. 

IIL 

Es empfiehlt sich die Einteilung des rechten Winkels nach dem 
Dezimalsystem. 



^^^ 
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